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XyseesX 5 ¥yseesdp onafhankelijke stochastische vari-

waarin m en n vaste natuurlijke getallen voorstellen. Hierin
resp. Vqs-- ,y;l een zelfde continue waarschijnlijkheidave:
ing F(x) resp. G(y). Elk paar x., vy, met y, ¢ x; wordt als &én inversie

~eteld. Zij P(u,m,n) de ka},’f‘f oD u inversies en

{1) Q(u’myn) - 2 P(V,mQH)

Vo

te bepalen.

In dit rapport zullen we een oplossing geven van het gestelde probleen
in de twee volgende byzondere gevallen.

1. Het geval, dat F(x)=G(x), de z.g. gelijkverdeling. Onderzocht
wordt hiervoor ook het gedrag van Q(u,m,n) voor grote waarden van m resp.
grote waarden van m en n beide.

2. Het geval dat G(x) = F(x--j}*) waarin

F(x) = 1 wvoor O¢x 41
= Q0 voor x<£0 en voor x> l.
In het geval,dat %
G(x+/u ) = F(x) = :]-:.1‘-_,-- / e'“'""'tjl/"2 dt
wordén in een appendix ‘hruikbage fo%gules gegeven voor de spreiding <
van de waarschijnlijkheidsverdeling van het aantal inversies, zowel veor

grote als voor kleine waarden /}A .

kans op ten hoogste u inversies. Gevraagd wordt de grootheid Ql{u,m,n) =

Al G AR SN A N A sl WS D SN SIS ARG SIS N g NN s U D I s WA i S QS R

Neem aan, dat F(x) =G(x). Zij Zy € Z5,< ++ £ 2 . de geordende veréniging
van de elementen Xyse=9Xps Yysee sV Elke manier om m elementen uit de
ril] ZyyessZ o 2ADN te duiden met Xj en de overige met Ve levert.een rang-
schikking met dezelfde waarschilnlijkheid. Het totaal aantal mogelijkhe-
den 1is (m;n) . Op een factonr min na wordt dus de waarschijnlijkheid
P{(u,m,n), dat u het aantal inv(é'fs%.es is, gegeven door het aantal moge-
lijkheden om de n elementen Vi te verdelen in m+l groepen van n,, resp.

n. . re - '

elementen, zodanig dat de rangschikking

(2) nm e lem. y] < Xy < {nm--l el.yjﬁ' X oo < X <‘.no el.ﬁ;
een situatie oplevert met u inversies. Als dus A(u,m,n) voorstelt het aan-
tal partities

(3) n =Ny + 0y + ... 0

van n met n, geéheel > O voor i = O,1,...,m, en onder de bijvoorwaarde dat
_‘ 1) vgl.H.B.Mann and D.R.Whithey,On a'test of whether one of two random va:
lables 1s stochastically larger than the other,Ann.Math.Stat.18(1947),50-6°



m’
dan volgt -
(5) P(U. Inm, I'l) “'ﬁl“:%l“w A(u:m;n)i
Nu geldt ( 1 ) o
(6) S en S
-wmw“wwmwwmlwﬂu = e % “z;;é A(u,m,n) £

(1- ¢ : (- % ). (1~ ?‘bm)
want ontwikkelt men het linkerlid van (6) volgens

n e 3317
TU > ¢t
1=0 j=0

dan blijkt hiexrim de coefficient wvan ‘;n'tu juist gelijk te zijn aan het
aantal mogelijkheden om n zodanig te schrijven als een som (3}, dat te-
gelijkertijd aan (4) voldaan is. Deze coefficient is dus gelijk aan

A{u,m,n).
o

Stel nu * Sr“*
¥ ! ) — l — E— (
(7) x (1- % )(1= g8)...(1- § &%) 0 7

Wegens (6) is hierin de.coefficient c,, dus gelijk aan de ontwikkeling

(8) Ol = Z:‘ A(u,m,a)t"

_ m,n Ar =()
Uit (7) volgt

Py 1) = —2= S0 F(e)

en dus
n

| (»
| " C »
= oy

Vergelijken we de coefflclent*vaﬁ gn in beide leden, dan volgt
T £ 2 o~ '
n n—-1 T ¢! n-1
ofwel ' '
C 1= tmfn
o L — mmm (n=1,2,39¢‘l¢“)
n—1 1-t"
en wegens cpn = 1 volgt hieruit voor QL = C
. m, N n
ap q
. B Z‘:‘ ' E L1 } ( m+nJ
(9) mm;n - O'_ A(u m,n -t “'

Cpm. Deze formule is ook als volgt te bewijzen. Door ¥oor de rangschik-
king (2) de mogelijkheden, dat het eerste element een el ement :x.j_ resp.
een elemsent Ve is, afzonderlijk te beschouwen ziet men in dat geldt wvoor
(m,n) # (0,0) .
(10) A(u,m,n)

mits we stellen

w A(u,m,n) = O
~VOoOor u < 0 voor m < O en voor n { Q. Hleru:rb volg't vocr (m,n) ;f (O O)

i

A(u,m~1,n) + A(u-m,m,n-1)

(A(u mwl n)+A(u--m m nwl))tu




il

e » u-+m
+ 2 B hhat et Aol
mml,n - A(u,m,n-1)%
mwm

fwel voor (m,n) # (0,0
_ /Y . oM /Y
(11) C}[) 0 m-1,n + £ (J —

Hegens ( JLO 5 = 1 en G n = * voor m £ C of n<0 is U&- n door de re-
!

~UES 1efﬂrmml@ (11) eenduldlg bepaqld Het rechterlid van (9) voldoet
eveneens aan (11) en genoemde beginvoorwagrden, waarmee een tweede bewiis

van formule {(9) is gevonden.

Uit (9) volgen vele eigenschappen van A{u,m,n) (en dus wegens (5)
ook voor P(u,m,n)) welke overigens ook direct uit de definitie van
A{u,m,n) zijn af te leiden. Vooreerst volgt uit

i T G T N G T WL & I i
(lwt)(lmt*)'*“(lwtn) (l“t)w-un(l”'t ) nim

(12) A(u,m,n) = A(urmym>*
Vedder geldt wegens

P D, (3)= By )

etrie elgenschap ‘t C.V. de waarde u = .....5......

dat

de sym

(13) A{mn-u,m,n) = A(u,m,n)
Daar A{u,m,n}) = 0 voor u < 0, volgt dus ook dat A{u,m,n) = O voor u > mn.
Uit (9) blijkt, dat voor u < m de grootheid A{u,m,n) van m niet af-
hangt. Is bovendien u € n, dan is A(u,m,n) = r(u) een alleen van u af-
hankellg};e grootheid. En wel geldt

23“5‘ p(u ) t° 1
(1) (1-t9) (1-47). ..
waarin p(u) het aantal partities voorstelt van u in natuurlijke getallen.
Yan deze funetie p(u) zijn vele eigenschappen hekend (vgl. Hardy and

Wright, An introduction to the theory of numbers, Chapt.XIX: Partitiansg).

A =D ™
(m‘*’n) (1~t)(1-t5). . (b-t“)

Z— Z: P{u,m,n)

u=0 v=0

e P(v,m,n)t" ;- gV
= 1 i P(V,m,n) ‘tv """"

1-—-% v=0




waarmee een methode gevonden is voor d e berekening van Q(u,m,n).

Voorbeeld. We berekenen de verdelingsfunctie Q(u,m,n,) voor het geval
m=5 en n=3. Dan hebben we -

6 7
§ (1-t Y (1-t Y (1-t
R t AN ol T Al N
Aw,=,3) (8 (=)D (-t ) -

"Wegens 5 = 2 (k+l)‘t verloopt de berekening als in het vol-
1—-% =0 , ,_. '
gende sChema. Hierin 1s
R (%) = 1 _

(1-4) “(1-%%) (1~%7) . . (1=%)
Voor elke functie uit de eerste kolom staan in de overeenkomstige ri] -
de coefficienten uit de machtreeksontwikke ling volgens opklimmende

machten van +©.

A 0 1 % 3 4 & b 4 B O
R, (%) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
t431(t) 1 2 3 4 5 6 7
t6Rl(t) 1 2 3 4 5
+ Rl(t) 1 2 3
3
+; Rl(t) 4 1
R, (%) 1 2 4 6 9 12 16 20 25
3e (4 -
7R, (1) 1 2 4 6 9 12
t6R (t) w 1 2 4
R (t) 1. 2 4 7T 11 16 23 31 41
6 .
b Ry (%)  _ - -1 -2
' htSR (£) -1
8 j:%q(u.S 3t 1 2 4 7 11 16 22 28 34
_ nun=
Q(u,5,3) ~=> 1 2 4 - 16 22 4
' 56 56 56 3%‘ "E' 56 ©B ‘“E 5

Wegens de symmetrieeigenschap (13) is de functie Q{u,5,3) nu volledig
bekend, o | ' '
Uit dit voorbeeld bll;jk‘b wel, dat het wvan v:l.“baal belang 18 de volge nél

gende ontwikkeling te bepalen. - .
1 . _
. = & ____a t .
(16) (imt)z(l-tz),..(l-tn) h=0 PP

Dit kunnen we doen door het linkerlid in partigle breuken te splitsem
De polen van het linkerlid zijn de eenhe 1dswortels.. ‘
£ = exp. (277 1 1) '




>

met k en 1 geheel onderling ondeelbaar en 0k« 1<n. Hierin heeft
(=1 de multigiciteit M(1) = n+l.
De andere polen hebben een multipliciteit

i K :
( “TAY ) - [ %_1*] = [g] ‘

AU
B f > Hmi ()
(1-t)"(1=t7). . . (1=t7) £ =D e £ 49371

1 > (h+ i\ _h

——zT = Lo ~
volgt dat - /W :

. volg"t uit (18) de asymptotisehe Fformule

“n,h % C:(n,j(;) . ‘(hga)_,,o (h””'
A

Er zijn dus constawten {3

3 te vinden, zodanig dat voor h — ©¢ geldt
¥ in gl

(19) ?’n,h = :{g} (3 n, ; hd + 0 (h {2..} )

- | n
en ( hiny . 1; , geldt voor de hoofdterm

Voor kleine waarden van n kan men zorider veel moeite de splitsing
(17) in partiele breuken uitvoerenp en v-.ndt men wegens (18) exacte for—
mules voor a, p+ Up deze wijze zijn de volgende formules afgeleid

: 4

(20)

“1.n
(21) 85 = als h even
2y 3 == { m;—) als h oneven
(22) a3 h [(h+1)(2h2+19h+47)+ 9}
met 4 _  ag 0 . O
voor h = G j 3 'y £ (med }
- Wﬂgenﬁ Of == # is ag y n het gelijk aan het grootste gehsle ge'tal
g (h+l) (2h2+19h+4‘?) Verder geldt de formule
‘ (23) 2 4 = [h’* +2217 +166h° 450414516+ e




575_ h4+22h3+166h +486h+420+9] als h oneven,

58 57 =78 =15 +58 -7 =14 =1% -6 +57 ~14 =79
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
(mod.12)
Aan het eind van dit rapport is ncg een tabel toegevoegd van 2, n
&
voor 1< m <5 en 0<h < 40 (35 berekent men uit a, , met de
— s ‘* — ; ’h 4 ,h
recursieformule a . = 2 + a )« Men kan deze tabel gebruiken
5,h 5,h=5 4,h
voor de berekening van Q(u,m,n), mits geldt 0 €< u £40 en 1l &ns<5
(m is verder willekeurig).
Voorbeeld. Gevraags wordt voor m=26 en n=5 de kans Q(34,26,5) op hoog-
stens 34 inversies. Wegens (15) is deze kans gelijk aan de coefficient

van t34 in

27 Ny | 30, 31,
1 -t~ ) (1-% ' l--»'t (1-% 1-%
(31) m ))ﬁwt ) (1~t4)(1...-1; )

5 ]
Wegens (16) volgt dus

. 1 ~ - B _ ~ ,
234.26,5) 71 J [%,34 °5,7 25,6 ~35,5 25,4 e“5,,3}
en gan de hand van5 e tabel viuden we "
Q(34,26,5) = (§§8 = 0,051363.
2 )
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Teneinde de verdelingsfunctie Q{u,m,n) voor grcte waarden van
m of n te beﬂtuderen, beschouwen we de karakteristieke functie

, .. mn
(24) Cfm,n (y) = 5 P(u,m,n) 81(11 >=)y
Uit (14) volgt m+l _ m-1 m+n _ m+n
mn . 2 2 2 T T2
- ' l ' - 4 f ® & » - — j
1=0 P(u,m,n) t9T7T = ST , — Loz - - Tt
z n ) Z 2] 2 _

# (t“t)ﬁuﬂb(t“ )
en stellen we hierin t = ely dan vinden we

oY, o+l m+ 2 m+1
(25) (f}m,n(y) _ 1 sin 3 7 sin =5 Yoo Sl 5

/1 | - ~
n )} sin % sin y..... sin 35 ¥

Als we (f?m,n(y) on'th.kkelen volgens

(26)  fm,n(y) 2-0 Jox ()T

den is wegens (24) M gelijk aan
=== } T mn T

, P(u,m,n)(u~ 27)

(| .
»;
. 3
s .
]

moment van de verdelingsfunctie Q(uw,m,n) t.o.v.
het gamlddelde U= 2. ' ‘ -



Wegens (25) en (26) hebpen we

M+ 0
_ 1  sin 2 y...s8in Ty__:__;> /“‘r Cp
(27) (m—r:n) sin ZI Veoo S1in f_% Y u=0 r! (iy)~
N S 2 4
Nu is Sin 7 = Z i

- 1"'3"{"‘*“;‘!“‘“
Z ' -

. 2 4
S Mo TE - (mik) T (m+k) ~
* r 2 4
(28) r=0 i (ly) - kw(l. o i J N 1920 J " }

f& { L+ %-;—yz%y + ¢ ¢

hieruit volgt onder meer/Uo = 1, %21"*-1 = 0( (r=0,1,:..) en

Il

= & p{p+1)(2p+1l) vinden we

(29) /JZ ~ ﬁ mn (m+n+l) :

analoog zouden we uit (28) de hogere momenten kunnen bepalen. De s‘to-~
chastische variabele u heeft dus een gemiddelde %1__111 en een spreiding

(30) Tm%mw

De grootheid mn
(31) v = —Z
- qd

heeft een 8emiddelde (O, een sprelding 1, en heeft als karakteristieke
functie t.0.v., het gemiddelde "’

* 1 m yn . my - 311 (1+"‘"""""')

Voor vagtgehouden n en VOQI' m .—*m oonvergeer‘t de teller naar (3111 '

\"? m+ny . n
¥ ) wegens ( i )N mﬁ : Hieruit volgt

en de noemer naar (

| . | L
(32) 1im (f VG )=
N , . Sin _
Nu is woor n-oo =

J?%n



en dus volgt %
(33) ii@w\f/n(y) lim Cfm’n ( 1—?
n—p o0

Er geldt nu de volgende steltiing (vgl. Cramer, Mathematical methods
of statistics, b1lz.96). _ ’

41 Gk(v) met k=1,2,3,... €en oneindige rij verdelingsfuncties

@k( y) (k=1,2,3,...) als de respectievelijke karakteristieke
functies, zodanig dat aan de volgende voorwaarden is voldaan

1) Voor elke reele y bestaat de limiet

iimm%k (y) = ¢(y)

2) (f:?-(y) is continu voor y=0. Dan geldt voor elke waarde v,

wagrvoor G (v) continu is,

lim G (V) = G(v),
k-—-‘aw
waarin G(v) een verdelingsfunctie is met karakterlstleke functie (f(y\

Verder merkpn we op, dat

Y¥3n
de karakteristieke functie is bmj een verdelingsfunctie F (v) , die kar
worden opgevat als de superpositie van _n homogene verdellrnlgen, elk
met een gemiddelde nul en breedte 2. \/—3’; Bevendien 1s 4 /:L de karakw
teristieke functie bij de normale verdeling P(v) met gemiddelde O en
spreiding 1.

Gebruik makend van (32) 1 (33) volgt uit deze opmerkingen dat
Voor de verdellngsfunctle

n(V} = Q ( “g""*’ G v,m,n)

y - Dn "’ 1)
Van v = 2 de volgende formules gelden ‘.
G |

(34) lim Q( P + ¢v,mn) =P, (V)

M o0 H ,
en | | | , 1 A4 .t/
(35) 1im Q ( %I-QI}—E- Gv,m,n) = F(v) = mlw, ‘ e 4 at
I >0 ' ‘' —po

De laatste betrekking drukt uit, dat de verdelingsfunctie Q(u,m,n)
asymptotisch normasal is (voor m—-»o0 en n-»oo ). Wanneer m en n
groot zijn, en wel ongeveer van de zelfde ordé, dan zal in goede
benadering gelden

(368») o Q(u:ma ﬂ) \[s-—-, [ /{

1) De formules (34) an (35) volgen ook ult algemene stelllngen van
B.L. van der Waerden, toegep.st op het byzondere geval van %9113 kVeI'f-f--*_;
deling vgl. Rapport T.W. nr.6 (stellingen 4 en 5). + R AT




mn , 1 o _ oo 1
(36 ) v=>2"7 *7FT it Z 3

(de term += 3 gevoegd, omdat een normale verdeling, die de"trap-
vormige" verdellnsfunctle Q{u,m,n}) goed benadert, de"treden" ongevee:

in het midden zal snijden, terwijl we julist een goede benadering
willen hebben in de sprongpunte n} '

Geldt daarentegen m>» n, dan mceten we verwachten, dat in goede

benadering geldt Q(u,m,n) ~— Bn(v) , waarin v weer door (36 b) wordt

Zij Hn(w) de verdelingsfunctie van W=W,+Wo+es . +W , Waarin w,,

oy eessW cnathankelijk stochastische variabelen zijn met waarschijn-
lijkheidsdichtheid

£lw) = 1 veor O € w< 1
O voor w < C en w>» 1.

Dan geldt de formule (vgl. Cramer l.c. blz.245)
PR Il Yi
(37)  BHplw) = “ﬂ% > (1) % ( ) (w-k)
" 0« kx<wWw 'k
Wanneer een stochastische variabele v de verd id ingsfunctie Fn(v)
heeft, dan heeft de grootheid ' o

38y vemdE

2\/w
de verdelingsfunctie H (w) (d.w.z. F (V) = Hn( w)), zoals direct
volgt uit de defini.ie van F (V)
Substitueren we (36 b) 1n (38) dan vinden we
1
u - +
(39 w-D. 2_Z'Z
\/m(m+n+‘1)
Voor mwp n zal (37) een goede benadering zijn van
w door (39) wordt gegeven. -
Cpm. Rekening noudend met de definit e (16) van a, &volgt uit

(15) de exact geldende formule n

Q(u,m,n), wanneer

Q{u,m, n) =

Wanneer m>>» n dan vervangen we eens deze formule ruwweg door

(40) 1 , (n}ﬁ _ m..}
Q(u,m,n) (m n) 120 0 28 g-m T 5. n,u-2m -
N ' ,

Nu volgt uit (19) voor h ~s

1\ n . ~/on-1
am,h ....(n! ) a= o+ O(h ) - en wegens




_ 10
- (40) ruw gesproken, dat

Cwmn) g 2 VT (3) (3

nt ~_.L-Uu
| O=k<
Deze zelfde formule verkrijgt men uit (37), als men opmerkt dat voor
m>» n ult (39) volgt wA~~ -g. De boven gehouden heuristisde redenering

versterkt dus de wverwachting, dat de benadering {(u,m,n)~~ H (W),
waarin w door (39) wordt gegeven, bruikbaar zal zijn.

In de volgende tabel is voor m=10 en n=3 de exacte waarde
Q(u,10,3) aangegeven avenals de benaderde waarden zoals die zouden vcl
gen uit de formules(36) en (37). EBet blijkt dat de benadering (37)
beter voldoet.

AL exact ) foutx‘lol me‘o (37 ) foutx1 04
O 0,0035 +36 | O ,0034 ', -1
1 0,0070 +4.2 0,0077 +7

2 0,0140 0,0% 73 +33 0,0145 +5
3 0,0245 0,0260 +15 0,0245 0
4 0,0385 _ 0,0380 - 5 0,03 83 o
5 0,0559 ' G,0541 -18 0,0505 +6
6 0,0804 0,0754 ~50 0,0796 +8
7 0,1084 0,1024 -60 0,1083 ~
8 0,1433 |  0,1359 75 | 0,1432 -1
5 0,1853 ! 13,1762 ~91 0, 1849 -4
10 0,2343 |  0,2234 -109 | 0,2331 ~12
11 0,2867 | 00,2771 -96 | 0,2868 +1
12 0,3462 ‘ 0,3363 ~99 0,3447T +15
13 0,4056 0,3999 -5 0,4056 O
14 | 0,4685 i 0,4663 -22 0,4683 -2
15 0,5375 0,533% +22 0,5317

Zij & een positief getal <1, en zij Ug {m,n) de gehele waarde
u waarvan (%(u m,n) de wqarde & het meest mabi]j komt. 4ij] W& {n)
de waarde, waarvoor H (m; ) = £ . Ben goede benadering van u_ is dan

£
wegens (37) en (39)

(41) U-E' (myn) ~

Ana.luog als 3

de waarde 1is, waarvoor

| Vé’ﬁ _
dan volgt uit (36) de benadering
(42) _ u mn-—1 mn{ m+n+1)

8 (m,n) ~v =5— + vg
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Voor de numerieke berekening is formule (42) het gemakkelijkst.
Evenwel mag zij alleen gebrulkt worden als m en n ongeveer van de-
zelfde grootteorde zijn. Voor n=3 en m=40 geeft formule (42) bij-
voorbeeld

U1  ~~ 47,203
10
en men zouw dus verwachten, dat U 1 = 41, terwijl wegens Q(40) =

0,097413 en Q(41) =0.10429 1ii Wer?{-glijkheid geldt U 1 = 40. Pormule

(41) geeft in dit geval U 1 ~o 4093838 en levery du‘gﬁU :l___' = 40 en
duidt bevendien aan, dat o 10

lat) =& ., 9.0162 _ 4 ¢
‘ £ = ©(40) 0,3838 S
(het linkerlid is ia werkelijkheid 1,66). In alle door mij ‘gecon-
troleerde getalleun bleck formule (41) het juliste resultaat te geven.

4+ Het geval vuan verscheven homdgene verdelingen.

b WS e AT W b W ™ L WIS B dmaay A g B e W ST ST R W PR A Al S W atper sl B sl SRR e abhp i A

Onder F(x,/\* ) zullen we de volgende verdelingsfunctie verstaan

(43) F(;x._,/u ) = O als X £ A |
| _ a1 N2 - o
Xj; / &~ X ....‘,. 1+//‘"
= - n 1+ /\/\ ;f X.
Laten Xysone ,:xm stochestische variabelen zijn, elk met de waarschijn-
1ijkheidsverdcliing ({F{x,0), en analoog Yqseees¥p stochastische vari-
abelen elk met een waarschijnlijkheidsverdeling F(y,/u }. Voor een

steekproef X ,... yX 5 Vqresrady stellen we
R\ | | ‘

Ps o = 7 en L. . = +1 als v. # X.
Ui, T F "1, Ry R
Yeb. =0 en £. . =-1  als v. > X.
u = - .;.......,_..... S —
i,3 1g .}
o —
« ' - Z .
(44) | V L y ...«*l" .
‘ 3 o

-

Wegens E’i,j =2 i j--’l geldt v= Z2u-mn. Wanneer we niet de waars
schijnlijkheidsverdeiing van u, doch die van v weergeven, dan wordcn
de formules iets eleganter. 2ij p(v,m,n) resp. q(vem,n) de kans, dat
het rechterlid van (44) de waarde v resp. hoogstens de waarde v aan-
neemt. Deze grootheden zljn natuﬁ:blijk uOk van /«\ afhankelijk. Verder
geldt ; N o | '

(43) . Q.(Vsm:i n) = Z, -h p(v‘,m,n)
In het geval, dat deelementen x; en y, gelijk verdeeld zijn geldt

- Voor vV = 2u-mn dat p(v,m,n) = »,P(u,m,n)iénq(-v,m, n) ;-'-Q( BWyMy1). -
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dus in het geval van gelijkverdeling

Uit (1 4) en (15) volgt

Beschouwen we nru het geval dat de grootheden X; resp. yJ stochas~
tigch verderld 2zijn met verdelingsfunctie F(x,0) resp. F(y/“ ). Als
M2 +1 (resp. Jak -1) dan is steeds v=-mn (resp. v-+mn) en valt er
nwts te ondurzoekan* We veronderstellen dus, dat /l* < 1 en stel-

len dan
(49) = \ Ml enp = 1-q
De waa rschl;; nlijkheld, dat r elementen X, en s elementen y.{(met
O£r<menoO £s s n gelegen zijn in het 1nterval [O,Pd‘ %’ordt
gegeven door { - ) ST T ( n) SR |
L S
In dit geval leveren de(mn-rs) paren X4:y4 Waarveor of x; of Y5 bui-

ten het interval l ,p] ligt een bijdrage tot v = X: éi ; die ge-
1lijk is aan X(rswmn) s, wWaarin 1sd 7
= +1 als/ﬂ* 0
(50) ,Y — 1 n ,:Ué. O

L1ii het interval \O,p] nemen zowcl de stochastische variabelen Xy
als ya clke waarde met even grote waarschijnlijkheidsdichth:id aan.

In de veronderstelling dat r elementen X; en s elementen Y5 in het

interval {O,p‘s liggen wordt d¢ voorwaardelijke kans dat Z 5 3 de
1

woarde v aanneemt dus gegeven door de coefficient van rv in

q>r,s ( 5 ) ' 55(3‘3‘8*!&11)

waarin (P (5 ) door (48) wordt gegeven. We vinden nu
4 == (M) (5
(51) P(V,ﬂl,l’l) 5 _ ,............... > ( r ) - PI‘*PSqm'f‘Il“rmSSb
V=-ba =0 5= T

en analoog wegens (45)

(52) 2"‘" p(v,m,n) 3 f

SwO

g ] !’:’
a ) N ‘rf

A1j (J)(v,m,n) de z. g e Hpowerfunction" gedefinieerd door

(53) (b(v,m,n} 4.;_,,: (p(vym,n) +p(-vt;m,n)) ]
' V' =
Dit is dus de kanms, dat ) £. ; een der waarden #umn,+(mn-1),...,+v
! | | -
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aanncemt (wegens v=2u-mn worden overigens alleen waarden v aange-

nomen met mn-v even).

Wegens LP {5)-—-— gD (éﬁ) geldt
2_. - p(-v,m,n) 5":

== 00

( m) (1“' ) I+ S m+n-- r“8¢

en wegens (50) renhben we nu zowel van M2 0 als ”/"‘é 0

r=0 smO

o2
2 {ptvmn) + p(-v,mm} 3 ¥
== OO
m n_oo/my S0 n-r—-s rS—mn = —rSH
2 Z-(v)(s)l“””"" Prs '35 *3
_ X ’
r=0 S=0 T 5 *
en uit (53) volgt nu ' 5 |
(54) § ( = - (m)(n) r+S ﬁl-&-Il*I‘ S 7 '
V Il) P q { 2.5 ~rom
¥ =—0a -ﬁ 5 Xx:’;-o 20 T/AS s D) B e
In vérband met (49) is de "powerfunctie" @(v,m,n) dus een even

functie van/u s, €n wel een polynoom :m/A met een graad & [E%'B

Ui+ (54) volgt bijvoorbeeld voor de coefficient

d2
/U\ [5 (Vsman)J ,
=0 ¢
m-l'ﬁ)CEm:n -—~(m+n--1) [ Cpm--’f n + 1 (Pm: n--‘l ] ( 5 3
#ln ) 1w T3 13
B @ - VYV m-1.n- -
+ (2) 111152 =~ +mn 222n1 “
waaruit g, ® nder veel moeite is te berekenen.

v -2

(5 + % )*

ol . g S g

We beschouwen het algemene probleem gencemd in de inleiding, waar—
in F(x) en G(y) voorlopig nog willekeurig. Voor het gemiddelde U en
de spreiding G van de waarschijnlijkheidsverdeling van het aantal

inversies 1) Z‘_; S 3,4

heeft Prof. B.L. van defr Waerden de volgende formules gevonden
(Rapport T.W. nr.6, blz.11)

i

(55) U = mn o

(56) G2 (u-T) °= mn-gdf)-t-(mm‘l) (A- &) +(n~1) (B~ )&

(57) K = 1 ; ('5 = j gG(x)g d FP(x)
__(58) __A = f i “P(x) } a ¢ (x)

1) Voor de definl ie van ¢ ij zie begln van 1a,atste paragraaf.., _
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T 0o
- 2
(599 B = J {e®} ?arm
Daar de verdelingsfunctie van u voor grote waarden van m en n na -
genoeg normaal is (vgl. Rapport T.W. nr.6) zijn de grootheden U

en G (vooral voor grote waarden m en n) van byzonder belang.
Lemma 1.Als de reelz getallen )\ en/u bestaan met

F(y) + P(A -4 ) =

el
G(X) = F(X ..-./M )

dan volgt A = B.
" Stellen we X = ?k ;./u %Z dan hebben we

m --F(x)} 2 46(x) = f {F(P\ =)} 2 ar(x-pM )
j {7(g ) Zar(e) -8

Lemma 2 2. O ger de voorwaarden van lemma 1 is cr’ een even functie van

\‘s—.

p-
e’
A

AY)
®F,
£
~
7

L %
s
I

Bewz. is. Stellen we

f =A- X en m = A -y

dan komt met een steekproef Xypeee ,xm; Yqsee Vo, met u inver51es een
steekproef %‘ Sre s %m 5 Wha s Mo cvereen met w = mn-u inversies

De respectievelijke verdelingsfuncties van u en u' hebben dus dezzlfde
spreiding. Elk der variabelen g 3 heeft een verdelingsfunctie

1-F (A-%) = P(E)

en elk der variabelen heeft een verdelingsfunctie

T=-FQ=7-p ) =F(n+p)
waarmee het gegtelde bewezen is.
In de twee volgende gevallen, waarin we (Iz zullen berekenen is

inderdaad aan de vo orwaarden van lemma 1 voldaan cn geldt dus

(6 2 =m{Np + (mn-2)(h-o 2}
Wegens lemme 2 mogen we ons bij de berekenlng beperken tot het geval
p2 o
I. Beschouw vooreerst het geval, dat
- R(x) = P(x, 0) en G(x) = F(X}* )
waarin F(x, /..\ ) volgens (43) is gedefinieerd.
Voor QO )J\ < 1 geldt nu

‘f (XH/A ) dX = 1 (1,.../14 )3

- (61) ¢ = J/) x--/l }dx = § (1“/‘*)
aarult met (56) en lemma. 2 volg‘c voor }/M\*q g 1
(62) (1“2 _ (6(1 (1--(1) + (m+n+1)(1~q) (1+3q_

en



Uit (55) en (61) volgt voor 0K /U..“.., 1
G = B (1= p) " “ 

cn analoog vinden we voor -1 % } < Q
U = ﬂ%l_.. (1 ---/42)

II. We beschouwen nu het geval van verschoven normal_e verdelingen,

Hierin 1s
(64)

) o == O pNT) = O (A pVE)
(65) o =1- Pz pY2) = (p(....z/»\f:f
cn wegens (55) is dus | |
(66) ﬁ = nn @ (-“ %’}-‘ \[‘5) - J ‘
In verband me%t (50) kunnen we de berekening van de spreilding

herleiden 'b?bt de berekening van _

. ‘ | 3 2y ‘ _
2 P a A Y 2N -
A = j {1--}‘(::)} - 4AG({x) .-:.! f/( ..l.........,.) exp(-—.%( gq— 'r() +(x.-/A) )d% dmc
- - * ~to XX |V - ‘ | * _
Het integratiegebied is een ‘bweevla.ﬁéﬂoek. ingesloten door de viakken

? =X en n? =x, en wel 1s de standhoek gelijk aan 120°. De ribbe is

de lijn % =7 =% . Als we door een orthogonale transformatie deze
lijn tot coordinaat sas maken, dan vinden we
_ 3 "
4 \3 1 ) 2\2 2 .2
(67) A= (V%ffyj [ d.z L‘dxdy_.&xp - g{ (X"/* J;—) +y +2 g o
waarin we onder L’IX het vdlgende gearceerd gebied in het x~y-vlak ver-
staan , : 1 I A
| AbS T S
o N

THw— o W BTSN W - S ot e ooty Sty s b e

De integratie naar z kunnen we difect uitvoeren. Stellen we voor :\g‘, O

‘ 1 (.2, .2 _
, 1 / X
(68)  o(A) - --é-ﬁ/ ez (X7 gy ay
waarin K het volgende gebied &aangeeft 7V
‘ . _ x

o

A P pmireie e N -y

dan volgt uit (67) mgt de substitutie x’mng dat VOOI‘/)J >0 o
(6o, Amcy‘ﬂ* o THPEREITERAE S SEE

'3*) -
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voor CY A ) zullen we ontwikkelingen aangeven bruikbaar voor kleine

waarden A resp. grote wa.ardenA .

C _(RW voor_kleine waarden A.

AP SRR Al ot TSR Sl S Anetfl WA N e BT Wl AT R A SN A W e TRl A W

Ay K4 de sector DEF met tophoek &€

2
gy -

" 11 L n DGH © " g Oﬁ
4 I 2 i 1"t F OH T " 3 Ofﬁ
" A de driehoek EOG.
Dan geldt
' K1 = I,! - 12 + N

en o
4%:,:;* :Xp(m%(xz-f-yz)) dx dy = %*g*
wazruit volgt _ ) f o o _
(70) ( 5T < exp(—=(x"+y") dx dy
= f _% exp(w%(xzﬂr‘e)) dx dy.
Hierin is ‘ | , ,EJ\E

o
2 11 1Y oa
J = ';'ﬁ“ exp(—%(x?'a-y ))ax dym"‘:;.“;' f j 8Xp -3 ¥ rdrd Y

- 1 X nae’ e
e ijjb(1weXp(-§ - ‘f'
T J COS&? )

waaruit volgt voor willekeurige waarden

- \ 2n .
‘nlj 2 Ly 2 A" ‘ ;=1 .. 1n A *‘ |
1 | 3 ’\ 1 i . .. (""‘1 ) . . . e d
EEN (“é';é?“; g i (B o e 4

cos” P ' GO
geldt de reouysieformule

£ G = (en-1) 1 - (20-2) T,

.
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Daar I, = \/T volgt nu met inductie

\/“* 2Nn—-a. g
(73) Ty W tf % T k=1
2.3,

2 m 2n“ . " _ 2xiw2k . Qn Qk “J

Breekt men de recks (71) na N termcn af, dan volgt voor de bo-
vengrens van de gemeaaktc fout

[ - i (-1 Iy

O= |
n=1 ol -

N

waarin 0% e(ﬁf)f 1. Dus 18
2\ N+1

(74) A< -_;,]l 5 A r
{N—f~1) !
en de gemaskte fout is dus kleiner dan de eerst verwaarloosde term.
Uit (73) vinden we als ruwe bovengrens
| n-1

n+1

1

AN

N

de berbkenlng van J, ala de rm.,ks
berckening van c.
Uit 70) en (71) volgt nu voor 'A__}; C.

(75) C(‘A) @(‘”‘;&"A 3)-- ’2’{1—; (ma,)l‘l**'l mé%(%} 2) Yl
)0

en wegens (69) vi nr’en we Voor

(76) A =

.; 1 5, =1 I 1 u2\n
T /Wh) Tiﬁm(ﬂ — (4/“ )

Wegens (60) en (65) hebben we nu - -
(77) G<= m{°’(‘¥-- « ) +(m+n-2) {0( (1- o ) - 2 1. w i («»««-1)n"""""‘I (Ef 1)11(

waarin O = ——-Z/V‘ \/»-) en waarin I, door (73) wordt gegeven. DG
afleiding van (77} geldt allecn voor/“»" 0.
In verband met 1emma 2 en
P(x) +O(-x) =1~
zljin beide leden van (77) even functied van cn geldt (77) dus voor
willckeurige waarden /M Breken we de oneindige som in het rechter-
1id van (77) af na de Nde tcrm dan maken we ecn fout die klelner is
dan de eerst verwaarloosde term.
Voor/u =0 is & 1 en gaa’t (77) over in (i"
'6)3 '

nm {%—- + (m+n-2)( _ 3
dus juist de formule (29) (aldaar is /‘ 0= o 2)
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In de door (68) gedefinicerdc intesrraal C( ;\ ) transfor-
meren we de integratievariabelen op poolcocordinaten

X =T CcOsSy ymrsa.ngf
D¢ grens van het lntegratiegebied wordt dan gegeven door

ety = 222N
sin("/y =)

on we vindcen nu

waarbi] we dc¢ substitutie \[/ = ‘_‘_173_ — ﬁf hebben tocgcpast.
Stellecn we nu " '

t = 1 - -.—-.1.2—-— — -..-.-.............l................... - ﬁ.
sinzxr sin g sinzsr 3

dan volgt o

(78) G A ) = 1 e < 7 ( e:x:p(—% >§ 21:) d(bg sin / —
T - _

Qo
= eme— O 2 | pr(‘“m % -b) _"'""""""'""'T'--'{
2T / 3 (t+§-) \/.%-1-—

Nu geldt voor £+ =2 O

(79) = & 4+ & t+t » t’*‘an“,l-t "’Bnt

iy
(t+ 3‘) Y ’t+ °

(met a, = 3/4 »/‘37, ay = = 5 V3 enz.)

waarin voor zekere g met 0 € Z ¢« t geldt

Bn= n1 4 ‘“’T"‘—I"1 e = — - /
d g + )\[ 271 1 5
waarin de 1n-tegrat:gew~ag C een in pcsitieve zin omlopen kleine cirkel
om het punt t= % voorstelt (geleger in het complexe t-vlak). Voor
n > 0 mag men deze cirkel deformercn in de (van beneden naar boven
doorlopen) lijn -
‘tmwl—biy 3 — Xy <t

3
en ‘v-oor % )- O v:x_nde,n Wﬁ, dan de bovungrens
- LOb - _
| !
I Pnte - /3 — o 5k
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[l

Hierin is voor %

)t+3l-—-\f v 41 en fﬂ.:}%

en dus volg‘b

(80) {B,,fg —— Sl f ——Lz———

y(y+1)" ,
Substitutie van (79) in (78) levert nu voor 2). O

2 n-1
C(} ) —Wef;\ (/ e}Cp(--%?\2t) E a“b dt+RjZ
O

ofwel | o
- 1
(81) C(A)E%HFGQ’A XE . 3 " 1-+R ]
| , L — 1

waarin de coefficienten a, uit (79) volgen en waarin

Ll
+
'_l

e

o0
| 2 ) . n
R, = g exp (- % ;\ t) Bn(t) tadt

Uit (80) volog‘c nu dat

1
(82) | R Z ¢ 3% n! ]
! o ‘ - ' 3 - 19+
- (B2 AT
- 8
(83) . C 7 9 VIGTD

Wegens (82) lev ert dus de - on'twa.kkellng (81) een agymptotische ont-
wikkeling van C( r\ ) voor grote waarden van ?\ . Daar de oneindig

voortgezette reeks (79). een convergen! > LG5 raal 1 heeft is wegens (82)
de orde van de fout (voor n -»-9%) ongeveer de o%de van de eerst ver-
Waarloosée term. . R — N

: E Beschouw het Volge,nde geb dled | iﬁn het x-y-vlak

—— _-._,-.-‘ MWWM

(&) pOVY) = ), oxp (- & %2~ 15?) ax ay
Dus 1s 5"(}:() ) = D( ’\ , 3- ) Analoeg met (81) bew:.gst men de asymp--' -
totische on'bw:x.kkellng voor grote } -

_ E =
I 02
(85) D A, g )w — ,; -~ A%,

k....-o

waarln de eoefﬁc:.en‘ten bk volgen ult de ontw:.kkellng



1 ‘ wa i
(86) —————— k= y bk t
‘ (t+ Sinzg) \/ t+cot25 k=0

L

iy,

Met (69) en (81) vinden we voor /U> 0

e e ATy . ¢ &
A = o 3/ ;__ mmkz + S |
. K=0 f k+‘l o
4
met

(B} %< 'T"—m
(7 M)

~en ult (60) volgt nu de asymptotische ontwn.kkellng -
(88) § °= mn{d (1- ) +(m+n-2) { - . 5 © é/u (

=0 (M D )i

waarin & = (P (-- L ’*‘* \} 2) (analoog met (77) blijkt (88) voor willickeu-
rige waarden )4 *te gglden)

Desgewenst kan men ook ™ en 0( asyntp’totlsch ontwikkeleng voor C:(

gebrulk'b men dan formule (85) met B/ — ﬂ
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mabel %ocr de'l ]
. N2, .o~ L. .o/ & 1,75
(1-%t)“(1-% ).,.(1--{;11) Z:- n, h

| “.3 fi ie . ; * |
cocfficient amh Zi£

. =0
voor 1« n < 5 en 0 £ h < 40.

1
1
2
3
b4 |
5
6
7
8

N ~N OV W a0

10
111 |

| 18
| 19 | 100
| 20 | 110 -
| 21 | 121 {358 | 717 (1125

JI L *' n

9| <5
30 |

90

N BN N

237
| 274
314

| 295 |
395 |
431
515

83
113

150
197

. 254

324 |

| 408 |

509

| 628

| 769 -

609 | 933

[

22 1132
|23
| 24
25 _
26" {182
27 | 196
| 28 [210 |
| 29 (225 | 865
| 30 | 240 | 950| 2427
| 31 [256 | 1041 2724

¢ |

2 3

406
458
514|
575
640
710
785

144
156 |
169

32 | 272 | 1137]
33

L

289 | 1239

| 34 1306 | 1347
35 {328 | 1461

38

36
37

342 1581}
| 361 | 1708
380 {1841

| 39 {400 {1981

40

] 4

420 {2128

441 ; 2282

1292

4 5
837 1346
973 1601

1123 1892
2225 |
2602 |
3029
3509
4049
4652
5326
6074
6905 |
1823
8837
9852

11 178

12 520

13 989

15 591

17 338

1477
1683
1908
2157

3045

3396
3774

4185
4626
5104
5615
6166
6754
7386

g

»

Ju T

*

p—r



